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XVII-3. 
1. INTRODUZIONE 


La formula di Poisson classica: 


(1.1) LO elltize } altere) 
KEZ KEZ 


può essere interpretata come una relazione tra lo spettro {kÉ|k=0,1,-..} del 
laplaciano -d sax sul toro R/Z e le lunghezze 2km(k=0,1,...) delle geodetiche 
periodiche del toro stesso. 

Chazarain [2] e Duistermaat-Guillemin [3] hanno generalizzato la 
relazione (1.1) al caso di un operatore ellittico autoaggiunto e positivo 
a(x,D) (d'ordine m>0) definito su una varietà È” compatta e connessa M(9M=f). 

Precisamente, detti Osa A gli autovalori di a e definita la 


distribuzione 


.M 
(1.2) s(t) = 7 Laivat 
k=0 


hanno mostrato che Se 4'(R). Si consideri poi il campo hamiltoniano H in 
T*M\0 definito dal simbolo principale o(a) di a e consideriamo le curve inte- 


Hy tali che y(t+T) = y(t),Wt 


grali periodiche di H; i.e. le y : R + T*M\o, Y 
per un T # 0. Indichiamo con £= {T| T periodo di una curva integrale perio- 
dica di H}. 


E' stato provato in [3] che si ha: 
(1.3) sing supp(S) c Luo} . 


Di più se l'insieme delle orbite chiuse di H ha "buone proprietà geometriche", 
è possibile provare che si ha 


.M 
(1.4) ba HVkt. Py o (in2'(8). 


k=0 reLu To} 


XVII- 4. 


dove v, sono certe distribuzioni a supporto vicino ad £ ed aventi in £ una sin- 
golarità che può essere descritta. 

I risultati sopra descritti possono essere facilmente estesi al ca 
so in cui a(x,D) sia un sistema NxN , a = a* , a>0, nel caso in cui gli auto- 
valori di o(a) siano distinti. 

Qui ci proponiamo di provare una relazione tipo (1.3), sotto oppor 


tune ipotesi, qualora gli autovalori di o(a) non siano tutti distinti. 


2. ENUNCIATO DEL RISULTATO 


Sia M una varietà C° compatta con aM = f) e sia A(x,D) € OPSÌ(M;NxN) 
un sistema NxN di operatori pseudodifferenziali classici del 1° ordine su M. 


Detta dv una densità positiva su M, supponiamo: 


i) A=A* in Li (Mzdy) 


ii) o(A)>0 su T*\o, o(A) essendo îl simbolo principale di A. 


E' allora ben noto (disuguaglianza di Gàrding) che il sistema ellit 
tico A ha risolvente compatto in LÉ(M;av) e lo spettro è costituito da una se- 


quenza di autovalori: 
0 < £ So... +to 
| 


ripetuti con la loro molteplicità. 


Poniamo, formalmente, 


tiut 
(2.1) ste) = Lo e 201, (DL sliuy)) 
kz0 °° k=0 


E' noto che {u,} cresce polinomialmente sicché S(t)es'(R) e ci pro- 


XVII-5. 


poniamo di stimare îl supporto singolare di S. 

Non sappiamo farlo in generale. Il meglio che ci è riuscito finora 
è quanto segue. 

Supponiamo che o(A)(x,&) sia diagonalizzabile e precisamente che 
esista U(x,€) E S°(M;NxN) (omogenea di grado 0 in €) tale che: 


t -1 


1) U(x,E) = U(x,.E) 


2) UGElo(A)(e)U(xze) = A(x,E), diagonale. 


Vv 


3) det(z-0 (A)(x,€)) dl NESS) J, teC, per certi interi. positivi 


kjoesosk, e certe funzioni reali (>0) x; € st (T*M\O), omogenee di grado 1. 


Per ogni i,j €{1,....v} , i#j, poniamo Zi ij = {(x,E) E T*M\o]a;(x3E)=A;(x,6)1. 


Faremo l'ipotesi seguente: 
3) Se per qualche i,j si ha x; 3? allora: 


(i) aj3;} #0 su ij 


(ii) vreil,....v} , £*isj 0 23553 
Definiamo ora due tipi di curve in T*M\o. 


Sia y: 1 = [a,b] + T*M\o continua. Diremo che y è una bicaratteri- 


stica di primo tipo se set) e per un je{l,...,v} si ha 
grrlt) =H (ot), tel. 
j 


Diremo che y è una bicaratteristica di 2° tipo se esiste una coppia î,j con 


tig # f ed una scomposizione finita cha ast C...St_qStn7D» nz2, tale che: 
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1 z} . . = 
(1) ‘tt è una curva integrale di HG a Rlgeni 


k-1, 1 i 
(2) rt) eZ; ,; » elsgagnei 


Si noti che se DA 3 #9 € y è una curva integrale di H, (o H, ) con 


- - - î j 

r(t)e L; j per un t, allora y(t)é &; j per t n t come conseguenza del fatto che 
È] 9 

{A34,} # 0 su L; 


9 


bicaratteristica del 1° tipo 


bicaratteristica del 2° tipo 


Detto ora £ l'insieme di periodi delle bicaratteristiche periodiche di 1° o 2° 


tipo, si ha: 


Teorema 1. Nelle ipotesi precedenti risulta 


sing supp(S)cLU{0}. 
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I] Teorema 1 generalizza un risultato di Melrose [4]. 
La dimostrazione segue l'idea di [2], [3]. Consideriamo il sistema 


iperbolico: 


sue 
P= IyD, - A(x,D) Divi 


Tale sistema è iperbolico simmetrizzabile e quindi esiste unica Ta soluzione 
fondamentale E(t)e C°(R; D' (MxM)) soddisfacente: 


PE=0 
Elt=0 = 8(x-y) 


Si noti che se do) € C°(M), k=0,1,... è una base ortonormale in LÉ(M,v) di 


autofunzioni per A, allora formalmente si ha: 


tiu,t 
(2.2) Eltog)= Le * 4,064, 
k=z0 


e quindi, sempre formalmente: 


(2.3) S(t) =} E(t,x,x)dv(x) 
M 


La giustificazione formale di (2.3) è la seguente. 


Consideriale le mappe 


A:RxXM+ R. xMxM 


A(t,x) = (t,x,x) 


E | 
__ 
ct 
DI 
x 
n 
" 
(uu 
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Allora (2.3) si può interpretare come 
(23))' S(t) = ta(A4* E) 


Dove A* : CCR xMxM) > CRM) è il pull-back 
(A*f)(t,x) = f(t,x,x) (restrizione alla diagonale) e 
Ta: C°(RyxM) + CR) è il push-forward (mag)(t) =f stemdartà. 
M 
Poiché E è una distribuzione le mappe A*, mx si possono applicare 


in certe condizioni. 


Ricordiamo che si ha: 
WF'(A*) C{((t,xitsEte"),(t,xx5EaE'))} E T*(RxM)x(T*(R. xMxM)\0) 
(2.4) 


WF'(mx) C{((t,t),(t,x;t,0)} c (T*R.\0)xT*(RxM) 


Occorre dunque un'informazione su WF'(E) , E:2D'(M) > CR; 2'(M)). Il pun- 


to cruciale è il teorema seguente: 
Teorema 2. Si ha: 
MF'(E)C{(osyst,t), (y»€)){(y,E) ET*M\O , (0,yit,8) € Ch(P)}U 
E((t,gst,t), (ysE))I(ysE) ET*MO, (t,y;t,E) E Ch(P), t = 0 ,3 


una bicaratteristica di 1° o 2° tipo y:[0,|t]] + T*M\o, con 


v(0) = (9,6) » v(lt1) = G3)} = 202) 


Dato per buono il Teorema 2, poiché t=0 su WF'(E) allora A*E ha sen 


so e quindi mtx(A*E) perché n è submersiva. 
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Allora: 
WF(S(t)) = WF(m+ A*E))C 
C{(t,0)] I(y,n) ET*M\0]((t,t;ysn),(y,n)) € WF'(E)} 
e quindi, in conclusione: 


sing supp(S)c {O} U {TE R\o| 3 (y,n) € T*M\o ed una bicaratteristica di 1° o 
2° tipo y con y(0) = y(|T]) = (y,n)}. 
Con ciò il Teorema 1 è provato. 


La prova del Teorema 2 è a sua volta conseguenza del risultato cru 


ciale seguente. 


s ' s = * 
Teorema 3. Sia ue2D'(R.xM) e sia Po tto” 0 Torio) ET (RM) con 


t 
e )= (x E Ji 


(xo°E0) € . . (per una coppia i,j) e t_ =.(x à; Ù 


1,9 Do) i*o?fo 
Poniamo d* T-\j(68), q; = t-A;(46) e siano Y;(5), Y;(5) le bi- 
caratteristiche di q,» d; passanti per Po ? i.e. Y;(0) = Y;(0) = Po° Sia poi: 
Yo = {y,(s) | #8590} , £= i,j. 
Se su un intorno conico Tr di Po si ha: 
1) WF(Pu)or=p 


2) WrE{i,j} e per una scelta dei segni +,-, risulta - 


+ 
YO WF(u)nr = 


Allora Pof WF(u). 
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Vediamo come dal Teorema 3 segua il Teorema 2. 
Basta provare che YWg e 2D'(M) si ha WF(E(t)g)c (2,5 A) o WF(g). 


Da un risultato di Ivrii segue che si ha: 
{(o,yst,t) | (y,E) € T*M\0}CWF(E(t)g)> 
(ysE) E WF(g) e (o,y;t,E) ECh(P). 


Rimane allora da provare che se un punto (t,Y;n,t)e Ch(P)NWF(Eg), allora ta- 
le singolarità proviene da una singolarità di g lungo una bicaratteristica di 


1° o 2° tipo. Ragioniamo per t>0. Se 1 = 1; (Y56) eZ; j = Wj=i, allora da 
9 


noti risultati di propagazione tutta la bicaratteristica nulla retrograda di 
TÀ; è inclusa in WF(Eg) e quindi (VE) è il punto d'arrivo di una bicarat- 
teristica di 1° tipo che parte da un punto in WF(g). 

Supponiamo ora che sia 1 = 1 (9,6) e L; j #9? per un j (e quindi 
uno solo). Muoviamoci in modo retrogrado da dla mediante curve integra- 


li di t-X. 0 t-i,. Ad es.: 
1 J 
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Dal Teorema 3 la singolarità va su (1) o su (2) (almeno fino a (*)). 
Se va su (1) siamo 0.K.. Poiché (*) e WF(Eg), dal Teorema 3 segue che la singo- 
larità va su (2)' o su (2)" e quindi la tesi. 
La prova del Teorema 3 è troppo lunga per essere riportata qui. Le 
linee essenziali sono le seguenti. 


Supposto per semplicità i=1, j=2, Mi di molteplicità hs i, di mol 


2 
teplicità ho» ci si riduce microlocalmente ad un sistema 


ua - x (XD) 
Ps + B(t,x,D,,D,) 


da ne 


con Be OPS (RpxM;(h,+ho)x(h,+h) Ja 


Usando una trasformazione canonica che mandi T-X (58) int ‘e 


tenuto conto che {a 349} # 0, ci si riduce ad un sistema del tipo 


Ps + 
|. B(t,y,D,;D,) 
Ip (Oxttv(ty,0,)) 
con B d'ordine 0. 


Usando un'astuzia di Petkov [5], mediante un intertwining pseudo- 


differenziale ci si riduce a 


I, D x Na 
' 
n hi f@ * 1 
Pio + CIC E 
' 
h, \M_, 0 


In _(0x*t0(t,9,0,)) 2 


L, M d'ordine 0, [DM] = [DL] = 0. 
Il sistema 
I, D, u; + Lu, = fi 
1 
ra + Mu, = fo 
diventa 
h, D.(D.ttv) Un + M D. u, 3 D.fa 
e quindi 


I, D,(D, + ty)u, - MLu 


= D.f, - Mf 
2 t 


2 2 1 


Mediante un'altra trasformazione canonica ci si riduce a 
a fi C(t,x,D,3D,)) Mg 


e qui si applicano i risultati di Bove-Lewis-Parenti [1]. 
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